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Dany jest cel. Wiele drég prowadzi do tego celu. Zadaniem optymalizacji
jest wybér drogi najkorzystniejszej ze wzgledu na zadane kryteria.

@ Przyroda martwa
- zasada Fermata
- equilibrium - poftozenie réwnowagi

@ Przyroda ozywiona
- dziatalnos$¢ optymalizacyjna cztowiek

Rola matematyki:
@ precyzyjny model (opis) zjawiska
@ gotowe teorie matematyczne (analiza matematyczna, réwnania
rézniczkowe zwyczajne i czastkowe, rachunek wariacyjny, optymalne
sterowanie (deterministyczne i stochastyczne), metody numeryczne).
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Rozwigza¢ problem minimum oznacza:
@ wyznaczy¢ wartos¢ minimalna,

e wyznaczy¢ elementy (wektory), w ktérych to minimum jest osiagalne.

Zadania metod optymalizacji:
@ istnienie rozwigzan

@ liczba rozwiazan
o charakteryzacja rozwigzan optymalnych

e warunki konieczne
e warunki wystarczajace

@ stabilnos¢ rozwigzan optymalnych

@ numeryczne obliczanie rozwiazan optymalnych
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Zadanie programowania - podstawowe sformutowanie

Niech f,gi: R" - R, i=1,...,m.

Zadanie programowania matematycznego (ZP)
Znalezé xp € Xp takie, ze f(xp) < f(x) Vx € Xo,

gdzie Xo = {x e R" : gi(x) <0,i=1,...,m}.

w skrécie: min f(x)
x€EXo
Terminologia:
f  funkcja celu
gi funkcje ograniczen
Xo zbidr rozwigzan dopuszczalnych
Xo rozwigzanie optymalne
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Programowanie liniowe

Przyktad 1
eyt f(x) = 5x1 + 3x2 — min

x1+2x <6
5x1 +2x < 10
x1 > 0,x >0

Przyktad 2 (zagadnienie plecakowe, binarne zagadnienie zatadunku)
Ktére sposréd n fadunkéw "wazacych" odpowiednio aj, an,...,a, o
wartosciach ¢, ¢, ..., ¢, nalezy zatadowaé na samochéd o dopuszczalnej
tadownosci b tak, aby faczna "wartos¢" zatadowanych tadunkéw byta jak
najwieksza?

Przyktad 3 (problem komiwojazera)
Komiwojazer startujac z miasta 1 ma odwiedzi¢ n — 1 miast i wréci¢ do
punktu startu. W jakiej kolejnosci powinien odwiedzi¢ te miasta, aby
odwiedzat kazde miasto tylko jeden raz i aby przebyta droga byta
najkrétsza?
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Optymalizacja a nieréwnosci wariacyjne (VIs)

1. f:[a,b] — R gtadka

Znalez¢ xq € [a, b] t,ze f(x0) = m[inb] f(x)
x€la,

< f'(x0)(x —x0) >0 Vx € [a,b] (VI

2. f:R" D> K — R gtadka, K wypukty, domkniety

Znalez¢ xp € K t,ze f(xp) = mi’r} f(x)
X€
= Vf(x) (x—x0) >0 VxeK (V)

Podsumowanie
f € CY(K), K wypukty, domkniety, F(x) = Vf(x)

Ixo € K: f(x0) = mi}r(lf(x) — Ixg € K: (F(x0),x —x) >0 V¥xeK.
x€

=1
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Metoda Galerkina-Ritza

J: V>R, dmV =0c0

(1) min J(v)

veV

Zamieniamy zagadnienie (1) na obliczanie minimum po przestrzeniach V,
skonczenie wymiarowych, V,, C V4,1 C --- C V

(15) QQKW

Otrzymujemy "przyblizenia Galerkina" u, € V), ktére przy odpowiednich
zatozeniach s3 zbiezne do rozwiazania (1).
Przyktad

J(v) = (Av,v) — 2(f,v)

Jesli A symetryczna, dodatnio okreslona, wtedy rozwiaza¢ (1) dla takiego J
to to samo co rozwiaza¢ réwnanie Au = f.

Uwaga: A moze by¢ operatorem rézniczkowym.
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Metoda Galerkina - zagadnienie brzegowe

D C R? obszar, (x,y) €D, u=u(x,y)
(2) “Au = fwD
(3) usp = 0

Zamiast rozwigzywac¢ (2)-(3), mozna szuka¢ minimum funkcjonatu

// uX dxdy—2//fudxdy
D

i bedzie ono rozwigzaniem (2)-(3).

Uwaga: Funkcjonat J jest okreslony na przestrzeni funkcyjnej
nieskonczonego wymiaru {u € C2(D) : u — spetnia (3)}.

Uwaga: Nie ze wszystkimi zagadnieniami brzegowymi da sie skojarzy¢
odpowiedni funkcjonat.

Anna Ochal (UJ) Optymalizacja 20.09.2025 8/14



Metoda Rayleigha-Ritza

Metoda Rayleigha-Ritza jest metoda wyznaczania ciagu minimalizujacego.

Idea:
aproksymujemy przestrzen funkcyjna przestrzeniami skonczenie
wymiarowymi.

{p1,02,...}C V
Vn {¢1,...,n} sa liniowo niezalezne
n

Szukamy rozwiazania postaci u, = Zoz,-go,-, aj € R.
i=1

Zadanie poszukiwania ekstremum funkcjonatu zastepujemy zagadnieniem
ekstremum funkcji wielu zmiennych.
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Szukamy x: [0, 1] — R, ktére spetnia

~ (p(X(D)' + a(t)x(t) = F(1) € [0.1]

z warunkami brzegowymi x(0) = x(1) = 0.

Kojarzymy funkcjonat

1
J(u) = /0 {p()('(1))? + q(t)(u(t)? — 2f (t)u(t)} dt

i szukamy

in J
o™
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Sterowanie optymalne

Sterowanie optymalne dotyczy zadan poszukiwania takiego sterowania
danym uktadem, aby odpowiednie kryterium optymalnosci byto osiagniete.

dynamika zjawiska:

(4) X'(t) = f(t,x(t),u(t)) pw. t€(0,T)
(5) x(0) = xo

oznaczenie:

x(t) € R" stan, x(t) = x(t;xo0, u(-))

u(t) € R™ sterowanie, u € Up, T(t) CR™ cel

A :={u € Uy : 3ty x(t1; x0,u) € T(t1)} zbior sterowan dopuszczalnych
J: A — R funkcjonat kosztu/ wyptaty

zadanie sterowania optymalnego
Znalez¢ u, € A: J(uy) < J(u) VueA.
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Przyktady funkcjonatu kosztu

J(x, u) = Wl\x(tl)_xd|2+wz/otl Ox(t) 242 dt—l—Wg/otl(Ru(t),u(t))dt,

gdzie: w; > 0 wagi, O operator obserwacji, R operator, x4, z4 oczekiwane
wyniki.

Dla zadanych funkgji L, g rozwazamy:

(B) J(u) = /Otl L(t, x(t), u(t)) dt + g(x(t1))
(L) J(u) :/0 L(t, x(t), u(t)) dt
(M) J(u) = g(x(t1))

t1
biezacy koszt: / L(t,x(t), u(t)) dt, koncowy koszt: g(x(t1)) -
0
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Podstawowe zadanie rachunku rézniczkowego

Dane: L: R" x R" -+ R gtadka
T >0, x9,x1 € R" ustalone

Sposréd funkcji x: [0, T] — R", spetniajacych warunki
x(0) = x0,x(T) = x,

znalez¢ krzywa x,: [0, T] — R”, ktéra minimalizuje funkcjonat

T
J(x) :/0 L(x(t),x(t)) dt — inf

Zagadnienie brachistochrony (krzywej najkrétszego spadku)

Czastka porusza sie wzdtuz krzywej, bez tarcia, pod wptywem jednorodnego
pola grawitacyjnego. pomiedzy dwoma punktami. Wyznaczy¢ ksztatt tej
krzywej, aby czastka pokonata droge w mozliwie najkrétszym czasie.
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Podstawowe zadanie rachunku rézniczkowego

Zagadnienie brachistochrony (krzywej najkrétszego spadku)

Czastka porusza sie wzdtuz krzywej, bez tarcia, pod wptywem jednorodnego
pola grawitacyjnego, pomiedzy dwoma punktami. Wyznaczy¢ ksztatt tej
krzywej tak, aby czastka pokonata droge w mozliwie najkrétszym czasie.

Termin i zagadnienie brachistochrony zostaty wprowadzone w 1696r. przez
Johanna Bernoulliego.

Znalez¢é y(x), przy danych y(0), y(1), ktéra minimalizuje funkcjonat

y(x)) = / ds / wl—;gy

Zagadnienie znalezienia krzywej najszybszego spadku zostat rozwiazany
niezaleznie przez Leibniza, Newtona, Johanna Bernoulliego i de I'Hospitala.
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